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ОБЩАЯ МЕТОДИКА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ДИНАМИКИ С ЛАГРАНЖЕВЫМ ОПИСАНИЕМ ДВИЖЕНИЯ 
Переход к кинематическим и динамическим характеристикам, ориентированным на лагранжево описание движения, позволяет упростить решение сложных задач динамики за счет использования принципа суперпозиции и частных решений более простых  задач. Показано, что согласованные с общепринятыми определяющие уравнения преобразуют дифференциальные уравнения движения в уравнения Пуассона или Лапласа в пространстве переменных Лагранжа. В результате решение сводится к системе трех дифференциальных уравнений второго порядка с одной неизвестной функцией в каждом из них. Рекомендуемая методика проиллюстрирована на примерах растяжения стержня под действием собственного веса, однородного кручения с одновременным растяжением или сжатием, чистого изгиба в области упругой и пластической деформации, вибрации полосы постоянного сечения с защемленным концом.
Лагранжевы переменные весьма редко используются при решении различных задач динамики. Причиной обычно считают более сложный вид уравнений динамики в форме Лагранжа по сравнению с эйлеровым аналогом. Вместе с тем, ряд авторов считают весьма перспективным разработку новых аналитических методов описания сложных, в частности, вихревых течений с помощью лагранжевых координат [1-2], которые могут способствовать прогрессу в исследовании процессов деформации твердых тел.

Одним из преимуществ уравнений движения в форме Лагранжа является возможность использования известных решений подобных задач в смежных разделах механики, а также суперпозиции (наложения) движений без интегрирования по времени полей скоростей при анализе сложных процессов, в том числе пространственных движений с возможной деформацией отдельных частей механической системы [3-6]. 

В общем случае уравнения движения в форме Лагранжа имеют вид
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где t – время, xi 
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 - переменные Лагранжа, в качестве которых в дальнейшем приняты начальные координаты частиц (
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В качестве общего уравнения динамики для деформируемой системы примем дифференциальные уравнения движения, общепринятые в классической механике сплошной среды (с учетом гравитационных и инерционных сил), 
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где 
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 – напряжения Коши, 
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 - массовые силы, 
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 - плотность материала, xj,tt - проекции ускорения на оси координат наблюдателя xj . 

С учетом соотношений между напряжениями Коши 
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 и Лагранжа 
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 (чаще называемых в литературе напряжениями Пиола-Кирхгофа)
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где 
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 – производные от переменных Эйлера xi по переменным Лагранжа 
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, R - якобиан преобразования (1), система (2) принимает вид
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где 
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r

 - плотность материала в исходном состоянии. Решение этой системы дифференциальных уравнений с учётом наложенных граничных условий позволяет найти уравнения движения, соответствующие им деформации и скорости деформации, обобщённые силы, изменения энергии и пр.

Решение дифференциальных уравнений можно заменить поиском экстремума энергии деформации, но при любом методе надо знать зависимость между напряжениями 
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Для упругой деформации общепринятыми являются соотношения между инвариантами шаровых тензоров (
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где K, G - модули объёмной упругости и сдвига, соответственно, 
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При описании процессов в пространстве переменных Лагранжа вместо соотношений (5) можно использовать зависимости [4-5]
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Коэффициент 
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 с размерностью [Мпа] аналогичен модулю упругости, а безразмерный 
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 определяет значение нормальных напряжений в исходном состоянии. При этом дифференциальные уравнения движения (4) принимают вид
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Одна из особенностей соотношений (6) состоит в том, что уравнения движения 
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 становятся зависящими от величины 
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, который в определенной степени можно отнести к субъективным факторам,
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Упростить уравнения (8) можно, принимая 
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, тогда определяющие соотношения (6) будут
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где, по аналогии с средними напряжениями 
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 (Коши), использовано понятие средних напряжений 
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 (Лагранжа)
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Зависимости между напряжениями и деформациями (9) отличаются от общепринятых (5) – (6) сдвигом шкалы средних напряжений на величину 
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. При этом более простой вид, по сравнению с обычной шкалой (
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), принимают не только зависимости (6), но и дифференциальные уравнения движения (8), которые преобразуются (при 
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или Лапласа (при отсутствии массовых 
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в пространстве переменных Лагранжа (
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Таким образом, при описании процессов деформации в форме Лагранжа решение задач сводится к системе трех уравнений (10) или (11), для которых граничные условия должны быть заданы в кинематических параметрах. 
Например, при растяжении стержня под действием собственного веса, если совместить точку подвеса с началом координат и направить ось х вертикально вниз, вместо системы (10) получаем
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где g – ускорение свободного падения. Принимая дополнительно гипотезу плоских сечений, в соответствии с которой 
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, первое уравнение преобразуется к виду
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С учетом отсутствия деформации на нижнем торце (
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Зависимости в области упругих деформаций 
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 и общепринятое соотношение между продольными и поперечными деформациями 
[image: image68.wmf]xx

zz

yy

me

e

e

-

=

=

 , где 
[image: image69.wmf]m

 - коэффициент Пуассона, позволяют определить текущие координаты у и z, удовлетворяющие системе (10), 
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Из последних уравнений следует, что гипотеза плоских сечений не исключает сдвиговых деформаций в объеме стержня за счет зависимости эйлеровых координат у и z от переменной Лагранжа 
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Дифференцирование полученных зависимостей по координатам xi,p и времени позволяет определить деформации и скорости деформации, а также напряжения в обычной (0 = 0) или новой (0 = ) шкале 
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В частности, для рассматриваемого процесса 
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объём частиц сохраняется неизменным только на нижнем торце (R = 1), напряжение 
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 в обычной шкале средних напряжений (0 = 0) обращается в 0 только на оси симметрии образца (при 
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Для напряжений Коши 
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 в обычной шкале уравнение принимает достаточно громоздкий вид, например при 
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Однако, с учетом значения 
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Для новой шкалы напряжений уравнения принимают более простой вид
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но значения нормальных напряжений существенно отличаются (на величину 
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Интегрирование достаточно простых уравнений (11) позволяет обратить внимание на некоторые особенности процессов деформации, которые обычно не обсуждаются. Принято считать, что при кручении без изменения длины стержня объем частиц не изменяется. Дифференциальные уравнения равновесия (11) в цилиндрической системе (лагранжевы координаты выделены нижним индексом «0») имеют вид [4]
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При неизменной осевой координате 
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 последнее уравнение обращается в тождество, однако задача остается пространственной за счет линейной зависимости угловой координаты 
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где r - радиус слоя, на котором выполняется условие 
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. Отношение объемов частиц в текущем и исходном состояниях зависит от их начальной координаты
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и в области 
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Как отмечено выше, если известны частные решения для простых видов деформации, их наложением можно получить уравнения движения для совмещенных движений. Например, чтобы получить уравнения движения в форме Лагранжа при совместном кручении и растяжении, достаточно дополнительно рассмотреть статическое растяжение стержня внешней силой вдоль оси z. Условиям равновесия (11) для этого процесса удовлетворяют уравнения движения
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которые соответствуют равномерному распределению деформации. 
Уравнения совмещенного движения можно получить, заменяя переменные Лагранжа внешнего движения уравнениями для соответствующих переменных Эйлера внутреннего движения [6]. Для процессов деформации выбор внешнего (наложенного) и внутреннего (вложенного) движений не является принципиальным и обычно определяется простотой последующих математических преобразований. В случаях равномерной по объему деформации результаты будут совпадать. В рассматриваемом примере оба варианта приводят к совпадающим зависимостям
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При развитых пластических деформациях обычно считают более важным выполнение условия постоянства объема. Для равномерной осадки (или растяжения при 
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осадка:
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кручение:
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Уравнения совмещенной осадки и кручения, независимо от выбора внешнего и внутреннего движения, принимают вид
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Для перехода к декартовой системе координат, например для последующего расчета напряжений Коши или использования принципа суперпозиции при совмещении нескольких операций, надо воспользоваться стандартными соотношениями 
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и для уравнений совмещенного движения получаем
х
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Объем частиц и всего стержня остается неизменным, в любой точке R = 1.

Конечные зависимости можно получить, записывая исходные уравнения для осадки и кручения в декартовой системе координат:
однородная осадка (растяжение)
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однородное кручение


[image: image132.wmf])

sin(

)

cos(

0

0

0

0

h

h

h

h

-

-

-

=

y

x

x

,

[image: image133.wmf])

cos(

)

sin(

0

0

0

0

h

h

h

h

-

+

-

=

y

x

y

, 
[image: image134.wmf]0

z

z

=


где, как и прежде, 
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 . Как и в предыдущих вариантах деформация однородна и для перехода к совмещенному движению любое из них можно считать внешним, а другое – внутренним. В обоих случаях уравнения совмещенного движения принимают вид
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Приведенные выше две формы записи уравнений для совмещенного растяжения и кручения в декартовой системе координат с учетом 
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 совпадают.


Аналогичным образом можно рассмотреть совмещение других видов деформации, например с чистым изгибом, под которым понимают процесс деформации, когда первоначально прямые волокна, например 
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, преобразуются в дуги окружностей в соответствии с уравнениями
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где 
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 - функция времени и переменных Лагранжа. Произведение 
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 определяет новую длину волокна с исходной длиной 
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. В качестве параметра времени принят радиус r нейтрального слоя, длина которого не изменяется. С этим слоем удобно совместить начало координат, тогда область определения лагранжевых координат составит 
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, где L – длина полосы, a + b = H0 - ее начальная толщина, a и b - координаты верхней и нижней плоскостей, ограничивающих объём полосы в исходном состоянии.

Рассматриваемые условия плоской деформации предполагают, что ширина образца В0 значительно превышает его толщину В0 >> H0 , а размеры, перпендикулярные плоскости деформации, не изменяются 
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следует 
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 и система (11) преобразуется в уравнение второго порядка
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общее решение которого имеет вид 
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Для определения констант C1 и C2 необходимо воспользоваться граничными условиями. В частности, из условия 
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Если наружный контур свободен от внешних воздействий, тогда в ортогональном ему направлении деформация растяжения - сжатия должна отсутствовать. Это утверждение можно представить в виде условия 
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 (на наружном контуре), независимо от угла 
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Из системы (12) и (13) находим
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В области малых деформаций, когда можно ограничиться двумя членами разложения ряда 
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Сопоставление результатов с известными позволяет оценить точность решения (12) - (16). В частности, величину изгибающего момента можно определить как момент распределенных сил в старой или новой шкале напряжений или через приращение энергии деформации и работу внешних сил. В обоих случаях результат совпадает с общеизвестным, если принять 
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 и воспользоваться приближенными значениями констант (16),
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Так как при чистом изгибе нейтральный слой совпадает с центральным, для статического момента принято 
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. Изменение толщины полосы определяют радиусы кривизны наружного и внутреннего волокон
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В области малых деформаций, с учётом (15), толщину можно считать постоянной. Окончательный результат для декартовых координат 
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При развитых пластических деформациях применение гипотезы плоских сечений нецелесообразно. Пренебрегая изменением функции 
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 по объему полосы, из уравнений (11) получаем
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Система содержит три неизвестные функции: текущий радиус частицы 
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. В пластической области она должна быть дополнена условием постоянства объёма
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(18)
Уравнению (17с) удовлетворяет линейная функция
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Так как радиальная координата не должна зависеть от переменной 
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Отсюда следует, что угловая координата должна быть линейной функцией 
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после интегрирования находим
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где функция 

 должна быть определена из граничного условия 
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Из условия отсутствия радиальных деформаций на наружном контуре (
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Решение практически совпадает с получаемым из (18b) 
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Необходимо отметить, что принцип суперпозиции предусматривает описание уравнений совмещаемых процессов в единой системе координат. Именно поэтому выше уравнения для кручения представлены как в цилиндрической, так и в декартовой системах координат. Заменяя переменные Лагранжа 
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 и 
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 в уравнениях для чистого изгиба соответствующими переменными Эйлера из системы для кручения (или наоборот), получим уравнения движения для совмещенного изгиба с растяжением (сжатием) или кручением. Они достаточно громоздки, но приемлемы для описания вибрации коротких стержней. Константы С1, С2, радиус сжатого наружного волокна r и угол закручивания   в этом случае следует считать функциями времени.  

Для трехмерных течений без инерционных и массовых сил можно рекомендовать метод разделения переменных (метод Фурье), который является одним из наиболее распространенных для уравнений с частными производными. Будем искать сначала частные решения, представив переменные Эйлера в виде произведения трех функций, каждая из которых зависит только от одного аргумента
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Уравнения (11) преобразуются к виду
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и для общего решения можно записать
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где гиперболические синус и косинус определяются уравнениями
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Множители fi и mip предполагаются независящими от соответствующих координат p, но они могут быть функциями интегральных характеристик  процесса (высота заготовки, угол закручивания и пр.).
Принимая во внимание значения производных
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для выполнения дифференциальных условий равновесия достаточно обеспечить равенства
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Таким образом, для описания траекторий получаем 12 функций. Их значения можно конкретизировать за счет предположений о форме заготовки и характере течения, свойствах материала и пр.
При наличии инерционных сил следует учитывать правую часть уравнений (10). Например, при вибрации полосы постоянного симметричного сечения с защемленным концом система (10) сводится к двум уравнениям второго порядка (волновые уравнения гиперболического типа)
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Для таких процессов также можно использовать тригонометрические и гиперболические функции. Например, для функции 
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, которая определяет форму колебаний, можно принять
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с производными


[image: image213.wmf])

(

)

cos(

)

(

/

2

2

2

t

m

sh

m

m

ch

m

A

у

yt

у

у

y

у

b

a

a

b

a

a

=

¶

¶

,

[image: image214.wmf])

(

)

cos(

)

(

/

2

2

2

t

m

sh

m

m

ch

m

A

у

yt

у

у

y

у

b

a

b

b

a

b

-

=

¶

¶

 ,

[image: image215.wmf])

(

)

cos(

)

(

/

2

2

2

t

m

sh

m

m

ch

m

A

t

у

yt

у

у

yt

у

b

a

b

a

=

¶

¶

.
Для выполнения второго из уравнений (19) достаточно обеспечить
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При 
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выполняется граничное условие 
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, если начало координат совместить с защемленным концом. Подбором функций 
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Для малых толщин можно ограничиться линейной зависимостью у(
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тогда второе слагаемое в уравнении (19) обращается в 0 и оно совпадает с уравнением колебания струны
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(20)
с общим решением 
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где 
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 - произвольные дважды дифференцируемые функции указанных в скобках аргументов, которые должны удовлетворять начальным и граничным условиям. Они сводятся к условиям совпадения эйлеровых и лагранжевых координат в начальный момент времени (начальные условия) 
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 при t = 0, отсутствию деформаций на правом (свободном) конце стержня 
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(21)
отсутствию наклона касательной к линиям 
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 на защемленном конце 
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при 
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и заданной функции смещения F0(t) (изменения координаты у) или скорости перемещения F1(t) защемленного конца стержня 
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Например, уравнение
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удовлетворяет исходному уравнению (20) и начальному условию 
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 при t = 0, допускает начальные скорости частиц
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Колебания развиваются в соответствии с классической теорией в виде суммы прямой и обратной волн, распространяющихся со скоростью n. Методика интегрирования уравнений типа (11), (19) и (20), а также возможные ограничения по форме начальных смещений или скоростей, деформаций на концах полосы и других особенностях системы изложены в литературе [10-11]. 
Известное решение для вибрации полосы с защемленным одним и свободным другим концом [10] 
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получаемое путем интегрирования уравнения четвертого порядка
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(22)
где S - площадь поперечного сечения стержня, в связи с понижением на 2 порядка исходного дифференциального уравнения, удовлетворяет уравнению (20) лишь приближенно, но при совпадении граничных условий формы колебаний совпадают с достаточной точностью.
Действительно, для определения коэффициентов С1 и С2 следует воспользоваться условиями (21) на свободном конце стержня, но для этого необходимо ввести предположение о характере изменения абсциссы колеблющихся частиц. Принимая отношение проекций смещения по осям координат в виде линейной зависимости от лагранжевой координаты 
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и не нарушая начальных (
[image: image252.wmf]a

=

х

 при  t = 0) и граничных (х = 0 при 
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) условий для  переменной х, её изменение можно описать функцией
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Условия (21) на правом конце стержня приводят к системе уравнений
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которая имеет нетривиальные решения при условии равенства 0 ее основного определителя
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Первые 6 корней этого частотного уравнения приведены в таблице (верхняя строка) в сравнении с результатами из работы [10] (нижняя строка).

Таблица.

	k1L
	k2L
	k3L
	k4L
	k5L
	k6L

	0
	4,730
	7,853
	10,996
	14,137
	17,279

	1.875
	4.694
	7.855
	10.996
	14.137
	17.279


Вместо первого корня k1L = 1,875 в новом решении зафиксировано устойчивое прямолинейное состояние стержня (отсутствие колебаний). Все остальные корни, а следовательно и форма колебаний, практически совпадают. 
Разницу в результатах можно объяснить различными исходными предпосылками уравнений (22) и (19). Уравнение (22) предполагает:

1) гипотезу плоских сечений и линейное напряженное состояние элементов стержня, хотя оно является, по меньшей мере, плоским;

2) отсутствие деформации растяжения – сжатия на центральной оси стержня, которые возникают за счет продольных составляющих инерционных сил при изгибе стержня и могут достигать существенных значений при высоких частотах колебаний;

3) приближенное соотношение для кривизны центральной оси
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погрешность которого возрастает с увеличением амплитуды колебаний. 
Системы (4) и (10) являются более общими по сравнению с уравнением упругой линии (22).

В общем случае решение задач динамики с лагранжевым описанием движения сводится к следующим этапам:

1) записываем уравнения движения в форме Лагранжа в наиболее общем виде,

2) составляем общее уравнение динамики для рассматриваемых условий движения и на их основе находим соотношения между функциями, определяющими уравнения движения,

3) уточняем недостающие коэффициенты или функции из граничных и начальных условий.


Анализ всех рассмотренных выше процессов деформации ограничен лишь определением уравнений движения, так как последующий расчет любых других локальных и интегральных характеристик не представляет трудностей и может быть выполнен по общепринятым методикам.
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